Solucao dos exercicios do capitulo 4, pp. 72-74

Exercicio 1.
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Exercicio 3.
u=av %/’
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Para obter o potencial quimico, fazemos primeiramente a substituicao u =
U/N,v=V/N e s =S/N na primeira equagdo para obter

U=aV ' §25/NE
e em seguida calculamos u = 0U/ON,

S




Alternativamente podemos calcular pu por meio da equacao de Euler U =
TS — pV + uN que nos conduz & relagao

p=u—Ts+pv= —%v’ls?’es/R

Exercicio 4. Primeira parte
U=pV p= BT?

A partir dessas equacdes, obtemos

U = BT*V
de onde seguem-se as relacgoes
1 BV /2 p (BU\?
7= (%) 7= ()
Portanto,
oS (BV)I/2 oS (BU)l/2
ou  \U oV \V
Integrando
S =2(BVU)"? + 5,
em que So nao depende de U nem de V.
Segunda parte
u = gpv u'? = BTv'/3
Dessas relagoes, obtemos
1_gu? p _2Bul”
T /2 T 3 23
Portanto,
ds '3 ds _2Bu'/?
ou  ul/? ov 3 23
Integrando

s = 2Bu'/?y'/? + So

em que so nao depende de v nem de v.



Exercicio 5. A partir das equacoes de estado

1 a P c
?—a-f'bv f—;-l-f(u)
temos 5 5
s a s ¢
22y =z
ou u o ov v + /()
Derivando a primeira relativamente a v e a segunda, relativamente a u
0%s 0%s
=b =f — "(u)="b — =b
o S~ ) ' (u) = b

em que levamos em conta que f(0) = 0. Integrando ds/0u dado acima
s =alnu+ buv + K(v)

em que K(v) depende de v mas ndo de u. Derivando relativamente a v

% =bu+ K'(v)

Cmparando com a expressao de ds/0v dado mais acima, e levando em conta
que f(u) = bu, vemos que

c
K'(v)=- — K(v) =clnv + sg
v
em que sy nao depdende de v nem de u. Portanto,

s=alnu+buv +clnv + s

que € a equacao fundamental.

Exercicio 6.
_ NRT

v
Usando a rela¢do p = —(0F/0V)r podemos escrever

OF\ _ NRT
v v

P C,= Nc

T
Integrando em V'
F=—-NRTInV +NK(T)
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em que K(T') depende de T' mas ndo de V. O fator N na segunda parcela
ocorre porque I’ deve ser extensiva. Derivando em 7 obtemos a entropia

OF ,
S=- (6—T>V = NRInV — NK'(T)

e a partir dela, a capacidade térmica

8S o
C,=T (8_T>V = —NTK"(T) = Nc¢

Portanto,

K"(T) = — 5  K'(T)=—-chhT+K;

c
T

K(T)=—¢(TInT -T)+ K7T + K,
em que K; e K, sao constantes. Finalmente,

F=—NRTInV — Ne(TInT —T) + NK,T + NK,

Exercicio 7. Primeira parte. A relacao fundamental de um gas ideal na
representacao da energia é dada pela equagao (4.22), que por conveniéncia,

escrevemos na forma
N R/c
U=NA (—)

v
em que A depende de S e de N e é dado por

1.8
A=y exp{g[ﬁ — 8o+ Rlnwgl}

A partir de U se obtém

aU R N (c+R)/c R N R/c
P (av)s c (V) - ( )

portanto, usando a relacao H = U + pV, obtemos

R N Fle
H=(1+—)NA|(—
( +c) (V)
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Entretanto, H deve ser expresso em termos de p e nao de V. A partir da
expressao para p acima, obtemos

N ep \ ¢/ (cR)
V_(Eﬁ

Finalmente R /(B
H = (14 )N AR (%)
(1+ c) R

Segunda parte. Partimos da energia livre de Helmholtz de um gas ideal
dada pela equacio (4.61) que, por conveniéncia escrevemos na forma

F=—NT(B-RInN)

em que

T
B=cln—+4+a+ RlnVu,
Ty

nao depende de N. O potencial quimico é dado por

F
= 8— =—BT+ RTInN + RT
ON ),
Invertendo B_R
M _
N = —
Pipr T TR )
Usando a relagdo ® = F' — N, temos
B—-R

&= _NRT = —RTexp{% )

Exercicio 8. Equacgao de van der Waals

RT a

Usando a rela¢ao p = —(9f /0v)r, temos

g __RT+£
ov v—>b 2

T




Integrando em v,
f=—RTIn(w—1b)— % + K(T)

onde K (T) nao depende de v mas apenas de T'. A entropia molar é dada por

s=— (g—f,)v = Rln(v — b) — K'(T)

da qual obtemos o calor especifico

0s " _
Co —T<6T>v— —TK"(T)=c
Portanto c
K"(T):—T — K'(T)=—-clnT+ ¢

K(T)=—=c(TInT —=T)+ 1T + ¢y

em que c¢; e ¢y sao constantes. Dessa forma,

f=—RTI(w—-0)— 2 =TT +cT + T + ¢
v

s=Rln(v—>0)+cIlnT — ¢

A energia molar pode ser obtida por u = f + T's. Utilizando os resultados
acima para f e s, obtemos

a
u=cl'——+4+c¢
v
A constante ¢q pode ser escolhida como sendo nula.

Exercicio 9. A relagio fundamental de um fluido de van der Waals na
representacao da entropia é dada pela equacao (4.30). Em termos da entropia
molar ela se escreve como

a
s=r+cln(u+ —)+ Rln(v — b)
v
em que r é uma constante dada por

r =350 — cln(uy + vg) — Rln(vy — b)
0
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Da expressao para s temos

In(u + %) = %[8—7‘ — Rln(v — b)]

Tomando a exponencial em ambos os lados e explicitando u
a 1
u=——+exp{-[s—r— Rln(v—-1>0)]}
v c
que ¢ a relagao fundamental na representacao da energia.

Exercicio 10. A partir da expressao para u(s,v) do exercicio anterior obte-
mos

T (“;—) = Lexp{L[s 7~ Rin(v — )]}

Cc

de onde se conclui que
a
u=cl — —
v

Invertendo a expressao de T" como funcao de s, podemos obter s em termos
da temperatura
s=r+ Rln(v—0b) +clncT

Em seguida usamos a relagao f = u — T's para obter
f=cl' =% —+T = RTIn(v —b) — T'lncT
v
que é a relacao desejada.

Exercicio 11.

Para mostrar que a entropia S(U, V') é concava em U e V, basta mostrar
que SH S Oe que SUSQQ — S%Q Z 0, em que 811 = 825/8U2, 522 = 825/8V2
e 512 = 825/8U5V

Para mostrar que a energia U(S,V) é convexa em S e V, basta mostrar
que U11 S Oe que U11U22 - U122 Z 0, em que U11 = 82U/852, U22 = 82U/6V2
e U12 = 82U/858V



Exercicio 12.

a)

f(z) = 2? — F(z)=2>0

p=f(z) =2z — ng
g(p):f—PJC:ﬁ—px:pZZ—p;:_pZQ

g"(p)=—%<0

b) 1
f@=-mz = fl@)=—5>0

)= - _1

p=f($)— = — T = »

1
"
g p)=-——=5<0
() p2

Notar que os intervalos de validade das variaveis x e p sao x > 0 e p < 0.

c)
f(z)=¢" — () =¢">0

p=f'(z) =¢€" — z=Inp
f—pr=e€"—pr=p—plnp
1

1/
g =-—-<0
(p) p

Notar que o intervalo de validade da variavel p é p > 0.

=
=
I

Exercicio 13. As envoltérias convexas sao, respectivamente,
_Joexpf{lz| -1} —[z|,  |z|>1,
f(””)‘{ 0, o<1

_f (=12 fz[>1,
f(““")—{ 0, |a|<1



Exercicio 14.
Primeira caso:

_f (2l =1)% fzl>1,
f@f‘{ 0,  |z|<1

2(x — 1), z>1,
p=f(z) = 0, lzl<1
2(z + 1), r<—1

2
g(p)=f —pr= —pz— p|

i _(p/2)_17 pZOa
RS I Ve
Segundo caso:

_Joexp{lz[ -1} —[z],  |z[>1,
f@*‘{ 0, o<1

exp{z — 1} — 1, x>1,
p=f(z)= 0, |z[<1

—exp{—z — 1} + 1, x < -1

g(p) = f—px=—(1+[p|) In(1 + |p|)

/ — —1n(1+p)—1, pZOa
g(p)—{ In(1—p)+1, p<0
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Exercicio 15.
f(z) =2* — ax® + bx
p=f'(z) = 42> — 2ax +b
Os pontos x = 1 e x = 5 correspondentes a tangente dupla sao tais que

p* = 42? — 2ax; + b = 475 — 2az5 + b

[(z1) = p*z1 = f(x2) — P2 — —32] — 3az? = —325 — 3az?3

Logo

3 — 9.3 4 2 _ .4 2
227 — ax; = 2x5 — axq e ] +ar] = x5 + ax;

Uma solucao dessas equacgoes e a trivial 1 = x9. Entretanto, estamos inter-
essados na solugao nao trivial, que é aquela tal que z; = —xy # 0. De fato,
essa solucao satisfaz a segunda equacao e a primeira acarreta

223 —axr; =0 — 222 —a=0

r1 =/a/2 — o =1/a/2

Exercicio 16.

(z + a)?, z <0,

f(x):{ (x = b)(z — ¢, x>0

TR 2z + 2a, z <0,
p_f(x)_{Q:U—b—c, x>0

Os pontos x = x; e £ = x5 correspondentes a tangente dupla sdo tais que

pf=2x+2a=2x1—-b—c

f(@2) —p'ze = f(z1) — P11 —
(29 + a)? — (229 + 2a)xy = (21 — b) (21 — ¢) — (221 — b — )14 —

2 _ 2 _ 2
Ty —a” =2] —bc
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Portanto, devemos resolver o sistema de equacoes

209 +2a =2z —b—c e 72— a* =27 — be

A solucao é
_dalb+c)—(b—0)?

T T b+ c— 2a)
. _dab+c)—(b—¢)* btc
27 4(b+c— 2a) 2

12



